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Zusammenfassung

Sie lernen zwei Methoden zur Modellierung der Selbstassoziation biologischer Makromole-
kiile in wéBriger Losung kennen. Die erste Methode ist die Monte-Carlo-Simulation. Dabei
wird mit Hilfe eines Computers das statistische Verhalten der sich bildenden Aggregate ermit-
telt. Die zweite Methode ist die Theorie der Selbstassoziation in verdiinnten Losungen. Diese
Theorie resultiert in einfachen mathematischen Beziehungen, mit denen das statistische Ver-
halten makromolekularer Assoziate vorhergesagt werden kann. Beide Methoden sollen analy-
siert und miteinander verglichen werden. Der Schwerpunkt des Versuches liegt auf dem Ver-
standnis des Wechselspiels zwischen Energie und Entropie bei Selbstassoziationsprozessen.

Einleitung

Eine Reihe von biologischen Makromolekiilen ist zur Selbstassoziation (Self-Assembly) fahig
(Ackermann 1992; Evans & Wennerstrom 1994). Dabei bilden sich makromolekulare Asso-
ziate spontan aus identischen oder dhnlichen Untereinheiten, ohne dabei kovalente Bindungen
einzugehen. Als Beispiele seien die Bildung einer Doppelschichtmembran aus Lipiden, die
Bildung der Proteinhiille bestimmter Viren (z.B. des Tabak-Mosaik-Virus) und das Cytoske-
lett (Mikrotubuli, Mikrofilamente und intermedidre Filamente) genannt (Plattner & Hentschel
1997). Zur Regulierung der Selbstassoziation existieren verschiedene Moglichkeiten (Alberts
et al. 1994). Es soll bemerkt werden, daf3 jedoch nicht alle zelluldren Strukturen durch Selbst-
assoziationsprozesse entstehen. Viele subzelluldre Strukturen (z.B. Mitochondrien) werden
stattdessen enzymatisch katalysiert.

Die Selbstassoziation ist ein reversibler Prozel und kann mit Hilfe der Gleichgewichtsther-
modynamik beschrieben werden. Durch eine Anderung der duBeren Bedingungen wie der
Temperatur oder Konzentration der Untereinheiten kdnnen sich makromolekulare Assoziate
spontan zusammensetzen oder zerfallen. Die Selbstassoziation folgt bestimmten thermody-
namischen Prinzipien, die in diesem Versuch analysiert werden sollen. Um ein Verstindnis
dieser Prinzipien zu erreichen, sind Methoden der Modellierung sinnvoll. Im Versuch werden
zwei grundlegende Methoden vorgestellt:

1. Bei der ersten Methode handelt es sich um eine Monte-Carlo-Simulation (MC-
Simulation) (Landau & Binder 2000; Frenkel & Smit 1996). Dabei wird das statisti-
sche Verhalten von einfachen Modellmolekiilen mit Hilfe eines Computers berechnet.
MC-Simulationen werden héufig auf Gittern durchgefiihrt, da dies die effiziente Be-
rechnung der intermolekularen Wechselwirkungen gestattet. Im vorliegenden Versuch
wird die MC-Simulation auf einem zweidimensionalen quadratischen Gitter (siche
Abb. 1) durchgefiihrt.

2. Die zweite Methode ist die Theorie der Selbstassoziation in verdiinnten Lsungen
(Engel 1982; Hunter 1987; Israclachvili 1992). Diese Theorie nutzt den Formalismus
der statistischen Mechanik zur Ableitung einfacher mathematischer Gleichungen, die
es erlauben, das Verhalten bestimmter Systeme ndherungsweise vorherzusagen.



Wir wollen hier ein einfaches Gittermodell fiir die Selbstassoziation verschiedenartiger Mo-
dellmolekiile (im folgenden kurz “Molekiil” genannt) analysieren. Die verschiedenen
Molekiile zeigen ganz unterschiedliches Verhalten. Einer der untersuchten Molekiiltypen ist
zur Bildung linearer Aggregate féhig. Fiir diesen Molekiiltyp sollen die Vorhersagen der
Theorie des Self-Assembly mit den Resultaten der MC-Simulation verglichen werden.

Die Monte-Carlo-Simulationsmethode

Die MC-Methode ist gut geeignet, das statistische Verhalten eines Ensembles wechselwirken-
der Molekiile zu beschreiben. Voraussetzung fiir eine effiziente Implementierung der MC-
Methode ist, dal3 die Molekiile auf relativ einfache Weise miteinander wechselwirken. Der
Grund dafiir ist die Notwendigkeit, wihrend der MC-Simulation die Wechselwirkungsenergi-
en einer grofen Anzahl verschiedener Zustinde des Systems (d.h. verschiedener Molekiil-
Konfigurationen oder Mikrozustdinde) zu berechnen. Fiir komplizierte intermolekulare Wech-
selwirkungen wire die dafiir bendtigte Zeit zu groB.

Die MC-Simulation bei gegebener Energie und Temperatur:

Die einfachste Art, das statistische Verhalten eines Systems zu beschreiben, wire, alle Zu-
stinde o, des Systems zu generieren. Jeder Zustand hat eine bestimmte Wahrscheinlichkeit
P(a). Die Vorschrift zur Mittelung einer physikalischen GroBe A(a) ist dann:

A=(4)=) P(a)-A). (1)

In Gl 1 ist <4> der thermodynamische Mittelwert der GroBe A(o). Nur dieser Mittelwert
(nicht jedoch die Werte von A fiir die einzelnen Zustinde o) 146t sich experimentell bestim-
men.

Die Wahrscheinlichkeiten P(a) hingen davon ab, welchen thermodynamischen Bedingungen
die MC-Simulation entsprechen soll. Ist zum Beispiel die Wechselwirkungsenergie U eines
Systems fest vorgegeben, haben alle Zustinde mit genau dieser Energie die gleiche und alle
anderen Zustdnde eine verschwindende Wahrscheinlichkeit P(a). Ist dagegen die Temperatur
vorgegeben (und dies soll im folgenden angenommen werden), sind die Wahrscheinlichkeiten
P(a) boltzmannverteilt:

~U(a)/kyT

z o U@/ ksT
o

Dabei ist ks = 1.38x10™ J/K die Boltzmannkonstante und T die absolute Temperatur. Der
Nenner in Gl. 2 stellt die Normierung £, P(a) = 1 sicher.

P(a) = )

Der Metropolis-Algorithmus:

Schon fiir sehr kleine Systeme (so auch im vorliegenden Versuch) gibt es kaum noch die
Moglichkeit, alle Zustinde zu durchlaufen. Zudem liefern die meisten Zustinde sowieso
kaum einen Beitrag zum Mittelwert der Grofe A, da die Wahrscheinlichkeiten P(a) fiir die
meisten Zustidnde praktisch verschwinden. Deshalb wire es wiinschenswert, nur solche Zu-
stinde zu durchlaufen, die substantiell zu <4> beitragen. Diese Zustinde miissen aber mit den
richtigen (d.h. boltzmannverteilten) Wahrscheinlichkeiten angenommen werden. Eine Mog-
lichkeit, den Zustandsraum entsprechend den in Gl. 2 gegebenen Wahrscheinlichkeiten zu
durchlaufen, ist durch den Metropolis-Algorithmus gegeben. Dieser Algorithmus kann wie
folgt beschrieben werden:



1. Spezifiziere einen Anfangszustand des Systems (dieser habe die Gesamtwechselwir-
kungsenergie Up).

2. Generiere einen neuen Zustand des Systems (dieser habe die Gesamtwechselwir- €——

kungsenergie U, mit einem um 1 erhdhten Wert von »n)
Berechne die Differenz der Wechselwirkungsenergien AU = U, — U,

Berechne exp(-AU/kgT).
Waihle eine Zufallszahl z € [0,1)

Wenn AU < 0 ist, wird der neue Zustand akzeptiert und mit Schritt 2 fortgesetzt.——————

Falls z < exp(-AU/kgT) ist, akzeptiere den neuen Zustand und setze mit Schritt 2 fort. ——p
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Behalte ansonsten den alten Zustand bei und fahre mit Schritt 2 fort.

Der Metropolis-Algorithmus ist die am héufigsten verwendete Implementierung einer MC-
Simulation bei konstanter Temperatur.

Details zur MC-Simulation

Wir simulieren die Assoziation von amphiphilen Modellmolekiilen in wéBriger Losung. Die
Simulation wird auf einem zweidimensionalen quadratischen Gitter der Groe N;xN; durchge-
fiihrt. Jedes Feld des Gitters wird durch zwei Indizes (i,j) gekennzeichnet. Auf jedem Feld
kann sich hochstens ein Modellmolekiil befinden. Ein leeres Feld sehen wir als mit Wasser
gefiillt an. Ein gegebenes Modellmolekiil hat vier Seitenflachen. Jede Seitenfliche kann ent-
weder hydrophob oder hydrophil sein. Die Anordnung der hydrophoben und hydrophilen Sei-
tenflachen ergibt sich dabei aus dem Molekiiltyp und dessen Orientierung. Beides wird weiter
unten beschrieben (siche Abb. 2). Im folgenden wollen wir uns zunichst auf solche Molekiile
beschrinken, die jeweils zwei gegeniiberliegende hydrophobe und hydrophile Seiten haben
(im folgenden werden wir dieses Molekiil einfach mit dem Buchstaben H bezeichnen). Einige
dieser H-Molekiile sind in Abb. 1 auf einem (10x10)-Gitter dargestellt. Wir wollen die gera-
den Seiten des Modellmolekiils als hydrophob und die eingeknickten Seiten als hydrophil
definieren. Offensichtlich gibt es zwei mdgliche Orientierungen des Molekiils, eine horizonta-
le (siche Molekiil (2,2)) und eine vertikale (siche Molekiil (2,4)). Bei unbesetzten (also mit
Wasser gefiillten) Gitterpldtzen sind natiirlich alle vier Seiten hydrophil.
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Abbildung 1: Das fiir die MC-Simulation verwendete Gitter, welches hier die Groe 10x10 hat. Auf dem Gitter
befinden sich einige Modellmolekiile des Typs H, die zum Teil miteinander assoziiert sind. Die Molekiile kon-
nen sowohl eine horizontale wie auch vertikale Orientierung annehmen. Sie wechselwirken mit ihren (durch
gerade Linien dargestellten) hydrophoben Seiten mit den hydrophoben Seiten benachbarter Molekiile. Die ent-
sprechenden Molekiile werden in diesem Fall als miteinander assoziiert bezeichnet. Dies trifft z.B. auf die Mole-
kiile (8,9) und (7,9) zu: sie bilden ein Dimer.

>



Spezifikation der mikroskopischen Wechselwirkung:

Die hydrophoben Seitenfldchen eines gegebenen Modellmolekiils wechselwirken unglinstig
mit ihrer hydrophilen Umgebung. Wir weisen jedem Kontakt einer hydrophoben mit einer
hydrophilen Fléche eine bestimmte Wechselwirkungsenergie J > 0 zu. Die Molekiilseitenfli-
chen konnen dabei nur mit ihren direkten Nachbarn wechselwirken (das heifit die rechte Sei-
tenfliche des Molekiils (2,2) wechselwirkt nur mit der linken Fliche des Gitterplatzes (2,3)
usw.). Zwei hydrophile Seitenflachen sollen nicht miteinander wechselwirken. In Abb. 1 tra-
gen die Molekiile (2,2) und (2,4) also jeweils 2J zur Gesamtenergie bei. Ebenso sollen zwei
hydrophobe Seitenflachen nicht miteinander wechselwirken. Letzteres impliziert insbesonde-
re, dal} zwei assoziierte Molekiile nur eine Wechselwirkungsenergie von 2J mit ihrer Umge-
bung haben (und nicht wie zwei isolierte Molekiile eine Wechselwirkungsenergie von 4J). In
Abb. 1 sind die Molekiile (8,5) und (8,6) bzw. (8,9) und (7,9) miteinander assoziiert (das
heift, sie bilden Dimere). Dagegen sind die Molekiile (5,8) und (5,9) nicht miteinander asso-
ziiert, obwohl sie sich auf benachbarten Gitterpldtzen befinden. Diese beiden Molekiile tragen
also 4J zur Gesamtenergie bei. Natiirlich konnen auch groBere Aggregate entstehen, so das
Trimer (3,7)+(3,8)+(3,9).

In MC-Simulationen sind periodische Randbedingungen iblich. Wir wollen diese auch hier
verwenden. Das heifit, die oberen Seiten der Reihe i = 10 kdnnen mit den unteren Seiten der
Reihe i =1 wechselwirken. Daraus folgt, da3 die Molekiile (1,8) und (10,8) ein Dimer bilden.
Ganz analog konnen auch die linken Seiten der Spalte j = 1 mit den rechten Seiten der Spalte j
= 10 wechselwirken. Unter Beriicksichtigung der periodischen Randbedingungen ergibt sich
fiir das Beispiel in Abb. 1 insgesamt eine Wechselwirkungsenergie der Modellmolekiile mit
der wiBrigen Umgebung von U = 16J. Die gesamte Wechselwirkungsenergie U wird auch als
innere Energie des Systems im jeweiligen Zustand bezeichnet. (Wir bemerken, dall U gerade
die thermodynamische Groe der inneren Energie ist.) Wenn alle Molekiile als Monomere
vorliegen, ist U = U, = 2MJ maximal, wobei M die Anzahl der Molekiile auf dem Gitter
bezeichnet. Gibt es jedoch M, molekulare Kontakte, so verringert sich die innere Energie auf
U = 2J (M—M_,). Offensichtlich ist U immer ein Vielfaches von 2. Wir bemerken, dall man ein
System auch durch die Anzahl der molekularen Kontakte M. charakterisieren kann. Es ist
nidmlich einfach U = U,,,. — OM,, wobei d = 2J der Energiegewinn fiir die Assoziation zweier
hydrophober Molekiilseiten ist. In Abb. 1 gilt M. =5, M = 13 und U = 26J — 56 = 16J.

Der Monte-Carlo-Schritt:

Der Metropolis-Algorithmus ist oben bereits vorgestellt worden. Hier nun wird auf seine kon-
krete Implementierung eingegangen. Ein Zustand o, des Systems ist durch die Angabe der
Gitterpliatze und Orientierungen aller Molekiile vollstindig bestimmt. Der Zustand hat dann
die Gesamtwechselwirkungsenergie

U@)=J- zi,jGiJ’ 3)

wobei o;; die Anzahl der hydrophil-hydrophoben Grenzflichen des Gitterplatzes (i,j) be-
zeichnet. Ein neuer Zustand wird nun spezifiziert, indem man ein einzelnes Molekiil beliebig
auswihlt und mit zufilliger Orientierung (also horizontale oder vertikale Orientierung) auf
einen ebenfalls zufillig gewihlten, noch nicht besetzten Nachbarplatz verschiebt. Nun be-
rechnet man die Energiednderung AU beziiglich des alten Zustandes. Die Akzeptanz oder Ab-
lehnung des neuen Zustandes wird dann entsprechend dem Metropolis-Algorithmus (wie oben
beschrieben) berechnet. Die Anzahl der versuchten MC-Schritte kann recht grof3 sein, die
Ausfithrung von 107 Schritten dauert typischerweise weniger als eine Minute (die Anzahl der
wirklich akzeptierten MC-Schritte ¢z kann jedoch bedeutend kleiner sein).



Gestartet wird die Simulation von einer beliebigen Anfangskonformation aus. Diese kann sich
durchaus weit entfernt vom Gleichgewicht befinden. Das System braucht dann eine gewisse
Anzahl von Schritten z;, um das Gleichgewicht zu erreichen. Ob das bereits der Fall ist, kann
man feststellen, indem man U als Funktion der Schrittzahl ¢ darstellt. Erst wenn U statistisch
um einen Mittelwert schwankt, ist das Gleichgewicht erreicht. Im Gleichgewicht kann man
den Mittelwert jeder beliebigen physikalischen Grofle 4 berechnen:

(A)=—L 3 4, “)

ty—t; o

Das Resultat der Mittelung in Gl. 4 ist mit dem in GI. 1 identisch. In GI. 4 werden die einzel-
nen Zustdnde jedoch bereits boltzmannverteilt durchlaufen; deshalb ist der Boltzmannfaktor
P(a) hier nicht mehr enthalten. In unserer MC-Simulation sind typische Groflen fiir A(a) die
Langenverteilung der molekularen Aggregate, die Standardabweichung der Langenverteilung,
die Orientierung der Aggregate und die Wechselwirkungsenergie U(a.).

Andere Molekiiltypen:

Der Molekiiltyp H in Abb. 1 ist geeignet, die Bildung linearer Aggregate zu demonstrieren.
Fiir andere Molekiiltypen wird man ein vollig anderes Verhalten erwarten. Die Abb. 2 stellt
einige Mdglichkeiten vor. Das Molekiil O kann iiber alle vier Seitenflichen mit anderen Mo-
lekiilen assoziieren. Es ist deshalb zur Bildung kompakter zweidimensionaler Aggregate ge-
eignet. Das Molekiil U besitzt eine hydrophile Seitenfliche. Auch hier konnen grole Aggre-
gate entstehen, die jedoch nicht kompakt sind. Das Molekiil H zeigt lineares Wachstum (wie
oben besprochen). Molekiil K bildet hochstens Dimere. Das Molekiil R besitzt wie das Mole-
kiil H zwei hydrophobe und zwei hydrophile Seitenflidchen, sein Verhalten weicht jedoch von
dem des H-Molekiils ab. Obwohl auch das R-Molekiil linear wachsen kann, bilden sich zu-
meist Tetramere.

Jeder der in Abb. 2 dargestellten Molekiiltypen soll im Praktikum untersucht und das entspre-
chende Wachstumsverhalten qualitativ diskutiert werden.
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Abbildung 2: Verschiedene Molekiiltypen mit den zugehorigen Bezeichnungen, wie sie hier verwendet werden
sollen. Eine gerade Seitenfliche des Modellmolekiils ist hydrophob, eine eingeknickte Seite hydrophil.

Einfiihrung in die Theorie des Self-Assembly

Die Theorie des Self-Assembly erlaubt die Vorhersage des statistischen Verhaltens eines Sy-
stems von Molekiilen, die zur Selbstassoziation fahig sind. Man kann die Theorie jedoch nur
auf verdiinnte Losungen anwenden. Wir wollen annehmen, da3 sich M Molekiile auf dem
Gitter befinden. Die Gesamtkonzentration x,.; der Molekiile in Losung ist demnach

M

X =— 5
ges NI-NJ- ( )



Das heif3t: die Bedingung x4, << 1 muf} erfiillt sein, um die Theorie des Self-Assembly in ver-
diinnten Losungen anwenden zu kdnnen (fiir konzentrierte Losungen gestaltet sich die Vor-
hersage viel schwieriger). Das statistische Verhalten im System héngt auler vom Molekiiltyp
natiirlich auch von der Wechselwirkungsenergie J (bzw. 6 = 2J) sowie der Konzentration X,
ab. Es kann auch von der Gittergrof3e abhdngen, obwohl dieser Effekt natiirlich unerwiinscht
ist.

Die Theorie des Self-Assembly beruht auf der Annahme, dal3 die molekularen Aggregate nicht
miteinander wechselwirken (was natiirlich nur im Fall geringer Konzentration x,., erfiillt ist).
Das thermodynamische Potential, welches bei vorgegebener Temperatur ein Minimum an-
nimmt, ist die freie Energie F = U — TS, wobei U die innere Energie und S die Entropie des
Systems ist. Die innere Energie U wird nach Gl. 3 berechnet. Fiir geringe Konzentration xg
kann man § als Entropie eines idealen Gases darstellen. Dabei wird also jedes Aggregat wie
ein Teilchen eines idealen Gases behandelt. Diese Annahme erlaubt es, die Anzahl der in der
Losung vorkommenden Aggregate als Funktion ihrer Gréfle auf einfache Weise abzuleiten.
Die Ableitung soll jedoch hier nicht vorgefiihrt werden. Stattdessen sollen nur einige Resulta-
te fir das lineare Wachstum (also Molekiiltyp H in Abb. 2) vorgestellt werden. Im folgenden
gehen wir also von einem System mit der Molekiilsorte H, einer Konzentration xg., << 1 und
einer Wechselwirkungsenergie & = 2J aus. Im Mittel wird man jede Aggregatgrofle » mit einer
bestimmten Konzentration x, finden. Dabei ist die Gesamtkonzentration xg.; vorgegeben, so
daf} die Beziehung

Yo = 2%,

n=1

erfiillt sein muB. Beispielsweise sind in Abb. 1 x; =4/100, x, = 6/100, x3 = 3/100, so daB sich
Xges = 13/100 ergibt. Die Theorie des Self-Assembly macht nun eine konkrete Vorhersage fiir
die x,, ndmlich:

S oS/ kaT
X, =n-exp| — -n- . (6)
k,T X

ges

Bei der Ableitung dieses Resultates ist eine kontinuierliche Verteilung angenommen worden
(das heiBt, x, kann auch fiir den Fall n = 0.5 usw. berechnet werden, obwohl es natiirlich kein
0.5-mer gibt). In Abb. 3 ist die Verteilung nach GI. 6 fiir xg. = 0.1 und einige verschiedene 6
dargestellt. Offensichtlich hat die Verteilung der x, ein Maximum. Wie man leicht nachpriifen
kann, liegt dieses bei

_ 8 /kgT _ _ —1-8 / kT
Mpax = xges e Xmax = x(nmax) =Npax "€ . (7)

Mit Hilfe der Verteilung in Gl. 6 kann man auch andere interessante GroBen bestimmen. So
ist die mittlere Grofie der Aggregate gegeben durch
n

(n) = —Zz”ln;" = 20y )

Die Verteilungsbreite ist

c = <n2>—<n>2 =N /N2~ 0.7n,,,- )
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Abbildung 3: Die Konzentrationsverteilung x, nach Gl. 6 fiir xg, = 0.1 und & = 1 k3T (a), 8 = 2ksT (b), & = 3kT
(c), d=4kpT (d), d =5 kT (e). Das Integral iiber jede der dargestellten Kurven ist konstant und entspricht genau
der Gesamtkonzentration xg, = IO‘” X, dn .

Aufgaben

1. Machen Sie sich mit der Wirkungsweise der MC-Simulation vertraut! Schétzen Sie ab,
nach wieviel MC-Schritten sich das System im thermodynamischen Gleichgewicht be-
findet!

2. Untersuchen und diskutieren Sie das prinzipielle Wachstumsverhalten verschiedener
Molekiilsorten (Im Programm konnen alle Molekiilsorten aus Abb. 2 vorgegeben wer-
den)!

3. Untersuchen Sie den EinfluB} der Gittergroe auf die Simulationsergebnisse! Welchen
Effekt kann die nichtquadratische Wahl der Gittergro3e (also N; # N;) auf die mittlere
Orientierung grofer Aggregate (insbesondere der Molekiiltypen H und O) haben?

4. Untersuchen Sie den Molekiiltyp K! Offensichtlich gibt es eine Analogie zur chemi-
schen Reaktion 24 <> B. Schreiben Sie die Gleichgewichtskonstante dieser chemi-
schen Reaktion in Abhédngigkeit von J auf! Vergleichen Sie das chemische Gleichge-
wicht mit den Resultaten der MC-Simulation!

5. Vergleichen Sie fiir den Molekiiltyp H (lineare Aggregation) die Ergebnisse der MC-
Simulation mit den Vorhersagen der Theorie des Self-Assembly! Diskutieren Sie even-

tuelle Abweichungen! Welche Abweichungen finden Sie fiir grole Konzentrationen

Xges?

6. Bei kleinen Konzentrationen kann man erwarten, dal fiir den Molekiiltyp H im Mittel
genauso viele Aggregate horizontal wie vertikal orientiert sind. Untersuchen Sie, ob es
bei grolen Konzentrationen zu einer Vorzugsorientierung, also einer gemeinsamen
Ausrichtung der Molekiile, kommen kann! Uberlegen Sie sich den méoglichen Grund
einer solchen Ausrichtung!

7. Warum sind fiir den Molekiiltyp R Tetramere die bei weitem bevorzugte Aggregat-
grofle, obwohl sich prinzipiell auch Aggregate aller anderen Grof3en bilden kénnen?
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